Ueber die Zahl x.%)
Yon

F, Lixpewawy in Freiburg i. Br,

Bei der Vergeblichkeit der so ausserordentlich zahlreichen Ver-
suche**), die Quadratur des Kreises mit Cirkel und Lineal auszufilhren,
hiilt man allgemein die Lisung der bezeichneten Aunfgabe filr un-
méglich; es fehlte aber bisher ein Beweis dieser Unmdaglichkeit; nur
die Irrationalitit von = und von =x? ist festgestellt. Jede mit Cirkel
und Lineal ausfilhrbare Construction ldsst sich mittelst algebraischer
Einkleidung zuriickfithren auf die Lésung von linearen und gquadra-
tischen Gleichungen, also auch auf die Ldsong einer Reihe von quadra-
tischen (Gleichungen, deren erste rationale Zahlen zu Coefficienten hat,
wihrend die Coefficienten jeder folgenden mur solche irrationale Zahlen
enthalten, die durch Auflosung der vorhergehenden Gleichungen ein-
gefithrt sind, Die Schlussgleichung wird also durch wiederholtes
Quadriren {ibergefthrt werden konnen in eine Gleichung geraden
Grades, deren Coefficienten rationale Zahlen sind. Man wird sonach
die Unmbglichkeit der Quadratur des Kreises darthun, wenn man
nachweist, dass die Zahl = tiberhaupt nicht Wurzel einer algebraischen
Gleichung irgend welchen GGrades mit rationalen Coefficienten sein kann.
Den dafilr nothigen Beweis zu erbringen, ist im Folgenden versucht
worden.

Die wesentliche Grundlage der Untersuchung bilden die Rela-
tionen zwischen gewissen bestimmten Integralen, welche Herr Her-
mite angewandt hat**), um den transcendenten Charakter der Zahl e
festzustellen. In § 1 sind deshalb die betreffenden Formeln zusammen-
gestellt; § 2 und § 3 geben die Anwendung dieser Formeln zum Be-
weiﬂe des erwiihnten Satzes; § 4 enthilt weitere Verallgemeinerungen,

—

“'} Vergl, eine Mittheilung des Hrn. Welerstrass an die Berliner Akademie,
vom 22 Juni 1882,

**) Man sehe die Artikel Lydﬂmﬂhh Quadratur nnd Rectification in Kliigel's
mathematischen Wirterbuche.

***) Bor la fonetion exponentielle, Paria 1874 {a.l.mh Comptes rendus,
t. LXXVII, 1873).
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8 1.

]]ia. Hermite'schen Formeln.
Es sei

@)= (5 —5,) (g —2) + - (& — 2);
mit Z mbge irgend eine der von einander verschiedenen Grossen
£y £9, -+ - #a bezeichnet werden; dann bestehen zwischen den be-
stimmten Integralen

z
£y = 1.2.,f{m_11‘/“;’ifﬂ da
folgende Relationen: K
E.L,l — O(ey, 2,) &0+ O(2,, 20) &' + - - - + O(2a, 2,) &7,
(1) gy = E{#m 51} &+ B{ﬁ., n.) g, + —|- E}{s,., a,} em,

E[S,,,.E,.}E -]—E‘{z,,s,.]s + +'E"{£=- -JE

Die Functmn ©(z, E) ist eine ganze Function n'" Grades ihrer
beiden Argumente; in ihr gind die Coefficienten der Potenzen von
# und  ganze symmetrische Functionen der w 4 1 Grissen £ und
enthalten ausserdem nur ganze Zahlen, sodass sie selbst gange Zahlen
sind, sobald dies mit den Coefficienten der Potenzen vom 2 in f(5) der
Fall ist; sie sind ganze Functionen n'* Grades von m; auf ihr Bildungs-
gesetz kommt es im Folgenden nicht weiter an, es muss nur noch be-
merkt werden, dass ihre Determinante folgender Relation geniigt:

O(gy, 2) Oz, ) - O, &)
B (2, Ez} 'E'{"'u 51} e E{Eﬂr El} _—'

B (&g, -En] E’ f.-51 ’ .H,.} E’ fﬁu y 51}

wenn
1 1 1
4 2
Gom| g2 gt fy
" n i
IFl]' "El 'En

Durch die angegebenen Gleichungen sind die Integrale & 1 B
riickgefihrt auf die Integrale ¢'. Durch wiederholte Anwendung der-
gelben findet man also Formeln von der Gestalt:
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: = A l:'liI + A 511 + + A#-El'*,
(1a) E;=EHEIU+B1EI1 + -+ Bagt,
e = Lyg + Lyg + -4 L &5

und man hat

A, A, - A,
(2) By Byeee Ba| _ gy,
Ly Ly - La |

Um endlich die Integrale &¢ auszuwerthen, werden neue ganze
Functiorien @ (2, §) eingefilhrt, welche den Functionen 8 (z, £) analog
gebildet sind, insbesondere hinsichtlich ihrer Coefficienten ehenfalls
die bei den © hervorgehobene Eigenschaft zeigen und wiederum der
Bedingung

| D2y, 2y) P2, 5) -+ P2, 5)
'I'fu“ur 31]' ‘h{-ﬂ’[: F} ﬂ}{g” 'EI] — &

I "T”:Eu:- 'Eﬂj ¢'{51* #,.} m'[ﬁm En}

pgeniigen,  Aus ihnen s=etzen sich die duarch folgende hlemhunggn
definirten Griossen A, B, - - - A zusammen:

A=A, B(Z,5)+ A4P(Z,2)+ -+ 4. P(Z, 2),

(3) E—Bﬂﬁm+H¢MﬁH- +B¢th

A=L¢wsﬁ+L¢M5J+ ~+L¢ﬁ£ﬂ

Bezeichnet man endlich mit Ay, By, - - - A, die Werthe dieser Con-
stanten filr den Fall, dass Z durch s, ersetzt wird, so hat man fiir

die bestimmten Integrale ai schliesslich folgende Formeln:
== ﬂ-'ﬂ'hﬂ -E'_"'zﬁ

H::-

[

- ™

et =g WA, — e ZA,

Hierin bedeutet Z irgend eine der Grossen g,,#,, . 2,; setzen
wir inshesondere Z == g, =0 migen die dann entstehenden Werthe
" von A, B,--- A mit A, Bi, - - - Av bezeichnet werden, und es werde

i i
[ Em ]3=Fh m,ﬂl

gesetzt; dano ist auch
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e =€ A, — ¢ kA,
4) e = ¢ By — 4By,

N, =& "Ny — & k.

Die Determinante der Coefficienten A, B, - - - ist hier gegeben
durch

Ay A - Ay
(6) B Biror Bal gom

ﬁﬂ !"‘-1 ""‘!ﬂn

§ 2.

Ueber die symmetrischen Functionen der Grissem e%.

Wir bemerken, dass die in § 1. zusammengestellten Relationen
unabhingig davon bestehen, ob die Grissen 5, #,, #,, « - -, #. reell oder
complex sind, denn sie beruhen einfach auf identischen Umformungen;
auch kann der bei Berechnung der Integrale % gewiiblte Integrations-

weg ein beliebiger sein; es muss nur der unendlich ferne Punkt der
g-Ebene ausgeschlossen bleiben,

Wir nehmen an, dass die symmetrischen Functionen der 2 reelle
oder complexe ganze Zahlen seien; auch unter N, N,, - .-, N, ver-
stehen wir reelle oder complexe ganze Zahlen. Zunichst werde ein
Hystem von Gleichungen abgeleitet, zu denen eine Relation der Form

(6) N+ Nye"+ - + Npem =0
Veranlassung giebt,
Wir multipliciren die in (4) enthaltenen Gleichungen

W= A, — e " A,
(M S =e "A — ¢ " A,,
Newm g A, — e MA,,
bez. mit N,e" , .- -, N, ¢, dann ergiebt sich durch Addition
N, + ey N+ - - - + &y, N,
=& ("N, + N, + - - + "N ) A,

- {hlﬁi‘}'ﬁiﬁa"" -+ A NL).

In Folge von (lﬁ muss daher die Gleichung bestehen
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Et"ilﬂﬂl +- - EJ'HTJSN"_ — (AN, + AN, - - - A DN).

Aualoge Gleichungen werden gich ergeben, wenn man A durch B,-.-,A
ersetzt ; man wird also zu folgendem Bysteme von s 4 1 Gleichungen
gefithrt:

AﬂN+AN+~--+AN-—_a,
EN+EN+ —|—EN=ﬂ,

®)
NN +hlﬂ1+ "l"f"w.N w-’-
— ="y N, + gy N, 4 -- - ey,
—ﬁ-ﬂmﬂ*+em f+ +ﬂ'"

Wo

— A= " ’31N+3 ﬁ'gN‘f‘ —l—s‘" "N

Dies sind die Formeln, aus welchen Herr Hermite das Trans-
secendentsein der Zahl ¢ direct ableitet, indem er apnimmt, dass die
g selbst ganze Zahlen sind, Fiir unsern Zweck sollen die Gleichungen
dadurch vereinfacht werden, dass N, = N, = ... = N, genommen
wird; es soll forner im Folgenden immer 5, = 0 gesefsf werden. Man
hat dann an Stelle von (8): -

NoA + Ny (A + -+ A) = — N, ("o} + -+ %)),

o NE+N{E+ +E)=—N(w +8"‘*-'i',.)
) L .

u+NEn+ +ﬂ}=—ﬂ{ﬂ*'ﬂ+ +E~,,*-)

Hier stehen links ganze Functiomen der Grissen sz, #,, - -, 2
mit ganzzahligen Coefficienten. Vertauscht man in ihnen 2z mit #,
s0 vertauscht sich nach (7) auch A; mit Ay, Die linke Seite der ersten
(leichung ist also eine symmetrische Function der Wurzeln 2, folglich
selbst eine gange Zohl.

Durch Vertauschung von g, mit 2, geht B; in I; ilber und um-
gekehrt, sobald ¢ von 1 und 2 verschieden ist; dagegen vertauscht
sich gleichzeitig B, mit I, und B, mit [,: ‘es vertauschen sich also
die linken Seiten der zweiten und dritten Gleichung unter einander.
Analoges gilt bei beliebigen Vertauschungen der 2; also: Die linken
Seiten der n lefeten Gleichungen des Systems (9) sind Wurzeln einer
algebraischen Gleichung von der Form

(10) Vo MVt oo M, =0
mit ganszahligen Coefficienten M.
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Wir lassen jetzt die Zahl m unendlich gross werden. Bezeichnet
M’ das Maximum des absoluten Betrages von f(z) fiir die Werthe von
#, welche sich auf dem beim Integrale & gewiihlten Integrationswege
befinden, und ist I" die Linge dieses Weges, M, das Maximum des ab-
spluten Betrages von ¢—* (2 — g;)~' liings dieses Weges, so hat man

L 4 -
abs &, < gty .wmii;— '

Versteht man also unter M, M;, [ die grissten derjenigen Zahlen
M, My, ¥, welche bei den verschiedenen Integralen & vorkommen,
wenn man die obere Grenze Z nach einander durch g, 2,, - - -, 2.
ergetzt und dem Index ¢ alle miglichen Werthe beilegt, und setzt man
noch M,l==E, so besteht fiir alle Integrale %! die Ungleichung:

M’"-E
“hgﬂ{‘-:i 2.3 - (m—1)"7

wo E und M bestimmte endliche von s unabhingige Zablen bedeuten.

Es kann also die rechte Beite der ersten unter den Gleichungen
(9) und somit die ganze Zahl N A, 4+ N, (A, + A, 4+ - - - A;) beliebig
klein gemacht werden, dadurch dass man m hinreichend gross wihlt.
Das ist aber nur miglich, wenn es eine endliche ganze Zahl m' giebt
der Art, dass die Gleichung

Nﬂ‘“‘ﬂ"‘Ni{AI +ﬁ"1+ o +An}=ﬂ
genau erfillt ist fiir alle ganzzahligen Werthe von m, welche nicht
kleiner als m sind.

Ebenso ergiebt sich, dass die rechten Seiten der {ibrigen Glei-
chungen (9) gleich Null werden fiir m == oo, dass also auch die linken
Seiten, d. i. die Wurzeln von (10), beliebig klein werden fiir hin-
reichend grosse Werthe von m. Dasselbe gilt folglich von den Coef-
ficienten M dieser Gleichung; da letztere aber ganze Zahlen sind, so
milssen sie schon filr hinreichend grosse emdliche Werthe von m genau
gleich Null sein; hieraus folgt, dass auch die Wurzeln von (10) fiir
dieselben Werthe von m simmtlich verschwinden. Wir sind also zu
folgendem Resultate gekommen: Soll eine Gleichung von der Form

(11) Ny 4+ N, D=0

bestehen, so muss es eine bestimmibe positive ganse Zahl m' geben der
Art, dass fiir alle ganzeahligen Werthe von m, die nicht Eleiner als m
sind, das folgende System von Gleichungen bestehd:

S AN+ (A 4+ A, =0,
(12) BN, 4 (B, +- -+ BN, =0,

ANy + (A + -+ AN, = 0.
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Hieraus wiirde weiter folgen, dass die Determinante der Grossen
A, B, ---, A verschwinde, da ibre aus zwei parallellen Reihen zu
bildenden zweireihigen Unterdeterminanten siimmtlich Null sein miissten,
Die Determinante ist aber nach (5) gleich 4*», kann also, da die #; von
einander verschieden vorausgesetzt wurden, niemals Null sein. Damit
ist gezeigt, dass die Annahme einer Relation von der Form (11) zu
einem Widerspruche filhrt, und wir haben den Satz gewonnen:

Sind 2, -+ -, 2, die von Null und von einander verschiedenen
Wurzeln einer algebraischen Gleichung von der Form
(13) P sl s =0,

wo die s; reelle oder complexe ganze Zahlen bezeichnen, und ist die Discrimi-
nande dieser Gleichung von Null verschieden, so kann eine Relation von

der Form (11) nicht bestehen, falls die N; reelle oder complere gange,
von Null verschiedene Zahlen bedeuten,

Ebensowenig ist eine Relatifn von der Form

(14) N+ N (e ™) =0
moglich, wenn r eine ganze Zahl bedeutet. Denn die Grossen rg,,
¥&y, - - -, ¥8, 8ind ebenfalls von einander und won Null verschiedene

Wurzeln einer Gleichung von der Form (13), sobald dies mit 2,, 2,,---2,
der Fall ist; es lassen sich also anf (14) dieselben Schliisse wie auf
(11) imwendan und es folgt:

Unter den gemachten Vorausseteungen kann keine der symmetrischen
Functionen

(15) AR T AN SRR
gleich einer rationalen: Zahl sein.
Untersuchen wir weiter, ob zwischen diesen symmetrischen Fune-

tionen eine lineare Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten N, also
eine (Gleichung von der Gestalt

(1) 0= N+ N, D4 N, D+ 4 N, D™

bestehen kann, wo s irgend eine ganze positive Zahl bedeutet. Die
ng Grissen 2;, 2g, - - - 35;, mogen zur Abkiirzung mit Bya Bgy v v v Fuy
bezeichnet \'-’ET&E]I, 80 dass ﬂhﬂgﬂi, g¢+“—3m, ete. ]J'llEEElh’Ell
sind Wurzeln einer Gleichung ns*® Grades mit ganzzahligen Coeffi-
cienten von der Form (13). Aus (16) wilrde sich also, wie aus (6),
ein System von ms - 1 Gleichungen von der Gestalt (8) ergeben. Um
dieselben einfach schreiben zu kbmnen, fihren wir statt der (n- 1)?
Grissen A;, By, - - - N jetzt (ns 4 1)? Grissen A ein, die mit zwei
Indices versehen sein mogen, und zwar so, dass der erste Index die-
jenige Unterscheidung bewirkt, welche frither durch Wahl der. ver-
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 schiedenen Buchstaben A, B, - .- A angedentet war, dass also die
folgenden zu (4) analogen Gleichungen bestehen (indem z, = 0):

’I:—— Am — 'E_"“H"Ii" tiir i, k E‘lﬂil}h 'U', 1, H’ <o NS,
Statt (8) haben wir dann:
NoAw + N, 2'“1}.: + &, ZA:] i TN, Z‘P‘uHm— —a,

N‘h‘:u +N2AH+NZA1-+1+ +N Zﬁ‘..w "
an. ..

HAIJ +N2Autf+N Z'A:u |+#+ +'N Z‘Auﬂ-u - m
wo die rechten Seiten gegeben sind durch

—a —NZ‘:-;“’ e' +N2-ri-*‘“ "+-+ N lkb E*.-+m..-n_

Alle hier vorkommendeu Summen sind iber i von i =1 bis i — n
zu nehmen.

Auf den linken Seiten des Bystems (17) stehen wieder gauze Fune-
tionen der £; mit ganzzahligen Coefficienten. Vertauscht man z; mit
# (wo i, k < n), so vertauscht sich gleichzeitig 2, mit 24, folglich

auch Ao; mit Agg und Agigre mit Agiire
ferner, wenn der erste Index von Null verschieden ist:

Ap pprn mit Ay, fir I}L i

Aipgra Wit Agigrs  und A e mib Ag gy

Die linke Seite der ersten unter den Gleichungen (17) ist sonach
wieder eine ganze Zahl; die linken Beiten der ifibrigen (leichungen
sind Wurzeln einer algebraischen Gleichung vom Grade ns und von
der Form (10). Auf alle vorkommenden ganzen Zahlen lassen sich
fdr m = 20 die bei (9) und (10) gemachten Schliisse {ibertragen,
Es folgt also, dass fiir hinreichend grosse endliche Werthe der ganzen
Zahl m die linken Seiten der Gleichungen (17) genau gleich Null sein
milssen, Darans wiirde weiter folgen, dass fiir dieselben Werthe von
m alle (s 1)-reihigen Determinanten genau verschwinden, welche
aus den (s <4 1) (ns 4 1) Coefficienten der N; in (17) in bekannter
Weise zu bilden sind, Dann miisster auch die (ns+ 1)-rethige Deter-
minante der A;; selbst gleich Null sein; diese aber ist nach (B) gleich
der 2m'"" Potenz von &, wenn man in der Determinante & (vergl. § 1)
2, == () macht und den Index n durch ns ersetzat.

Es ist & gleich dem Producte aller Dificrenzen -4 (pz; — qa:),
welche entstehen, wenn man den Indices #, k alle Werthe 1,2,---n
den - Zahlen p, g alle Werthe 0, 1, 2, - -, 5 beilegt (ausgenommen
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p=g==0)). Es kann also & nur Null sein, wenn zwischen zwei Wurzeln
#, & eine Relation der Form p# — q#, == 0 besteht. Nimmt man eine
solche an, so wiirden die Gleichung (13) und die Gleichung

T Y

eine gemeinsame Wurzel 2; zolassen, somit beide reducibel sein. Legen
wir also der Gleichung (13) die Bedingung der Irreducibilitit aof, so
kann & sicher nicht verschwinden, wihrend wir eben sahen, dase in
Folge won (16) und (17) ¢ = 0 sein musste. Folglich:

Sind 2,, 85, - - - 2, die Wurzeln einer irveducibeln Gleichung von
der Form (13) mit ganszahligen Coefficienten s;, so kann zwischen den
symmetrischen Functionen (15) keine lineare Gleichung mit rationalen,
vonr Null verschiedenen Coefficienten bestehen.

& 3.
Anwendung auf Untersuchung der Zahl =.

Die gewonnenen Bitze lassen sich iibertragen auf die symmetrischen
Functionen

(18) 2 e, 2 gt 2 ghtirtn,
Zﬂn., ZEF["H’ Z'g-{ﬁm:,.,

wo wieder # eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, Betzen wir zunichst
voraus, dass die Zahlen, welche hier als Exponenten von e auftreten,
simmtlich von Null und von einander verschieden seien. Die An-
nahme einer linearen Beziehung mit rationalen Coefficienten N; zwischen
den Grossen (18) wiirde dann zu einem Gleichungssysteme fiihren,
welches zu (17) ganz analog ist, und dessen Unmébglichkeit in gans
derselben Weise dargethan werden kann,

Ist die g&mmhie Voraussetzung nicht erfiillt, so nehmen wir zu-
nichst an, dass in einer der Functionen (18), sagen wir Ze?, mehrere

der Exponenten Z einander gleich seien, und betrachten eine Relation
von der Gestalt

(19) 0=DN,+ N, & ¢
Jetzt werden gich die simmtlichen Gréssen Z in mehrere Gruppen
2y, 22, -y By 2y, EY, ey e
zerlegen, der Art, dass die Grissen jeder Gruppe Wurmlu einer irre-

ducibeln Gleichung mit rationalen Coefficienten’ sind und sich bei
Vertauschungen der g nur unter einander vertauschen. Es war
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aber bei Behandlung der in § 2. supponirten Gleichungen (11), (14),
(16) allein massgebend, dass in jeder einzelnen Summe nur solche
Exponenten von ¢ vorkamen, die sich unter einander vertauschen bei
den Vertauschungen der #,. Wir werden daher jetzt unmittelbar anf
die Unmiglichkeit einer Helation von der Gestalt

0=DN,+ N, Des 4 N, D enf ...
schliessen diirfen; und in dieser ist die Relation (19) als besonderer
Fall enthalten.

Bollte ferner eine der Grissen £ gleich Null sein, so wiirde dies
einer Aenderung des numerischen Werthes der Zahl N, iquivalent
sein, das Resultat also nicht beeinflussen; es sei denn, dass alle anf
der rechten Seite von (19) vorkommenden Esxponenten gleichzeitig
verschwinden. Wenn die 5 Wurzeln einer irreducibeln Gleichung
sind, wird dies nur eintreten kinnen fir die Expouenten der Fune-
tionen
{?ﬂ} gt gE T ET )

falls in (13) der Coefficient 3, von #*~! gleich Null ist. Dieser Fall
giebt im Folgenden immer eine Ausnalime und soll nicht jedesmal
wieder hervorgehoben werdeu.

Betrachtet man weiter eine lineare Relation, in der mehrere der
Funetionen (18) vorkommen, so wird man es beim Auftreten gleicher
Exponenten wieder so einrichten, dass jede Zahl N; multiplicirt er-
scheint in eine SBumme, in deren Gliedern die Exponenten von e
" Wurzeln einer einzigen irreducibeln Gleichung sind, und die bei Ge-
legenheit vou (19) gemachten Bemerkungen wiederholen. Als Special-
fall erhilt man dann wieder die zu Anfang dieses Paragraphen be-
sprochene Relation, wo jede Zahl N; in eine der symmetrischen Fune-
tionen (18) multiplicirt ist. — Schliesslich gelangen wir so zu folgenden
Sitzen:

Es kann keine der symmebrischen Functionen (18) gleich einer
rationalen Zahl sein, ausgenommen eine Function (20) falls in (13) 5
verschwindel, Und allgemeiner: Zwischen den Functionen (18) kann
keine lineare Relation mit rationalen Coefficienten bestehen, ausgenommen
den Fall, wo 5, in (13) gleich Null ist, in welchem Falle eine solche
Function der Grissen (20) gleich einer rationalen Zahl ist, '

Nun ist die erste Reihe der (irdssen (18) identisch mit der Reihe
der Coefficienten M; derjenigen algebraischen Gleichung n'® Grades

@1) V* M P M, P M, =0,
welche von den Zahlen e" befriedigt wird. Wir wissen also, dass

diese Uoefficienten M; nicht gleich rationalen Zahlen sind, ausgenommen
M, filr 5 == 0, und dass zwischen ihnen keine lineare Helation mit
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rationalen Coefficienten Statt hat. Eine solche aber wilrde nothwendig
erfiilllt sein milssen, wenn eine der Wurzeln von (21), d. i der
Grissen ¢, gleich einer rationalen Zahl wire. Also:

Ist Z Wurzel einer irveducibeln algebraischen Gleichung von der
Form (13), so kann e nicht gleich einer rationalen Zahl sein.

Es ist aber die Bedingung ¢"V=% == — 1 erfiillt, also kann xy/—1
nicht Wurzel einer irreducibeln Gleichung der Form (13) sein. Auf
letztere Form kann jede Gleichung mit rationalen Coefficienten leicht
gebracht werden, indem man ps statt s als Unbekannte autfasst, unter
p eine passend gewiihlte ganze Zahl verstanden. Es folgt so der in der
Einleitung hervorgehobene Satz:

Ihe Ludolph’sche Zahl x kann nichi Wurzel einer algebraischen
Gleichung mit rationalen (reellen oder complezen) Coefficienten sein.

§ 4.
Verallgemeinerung der gewonnenen Resultate.

Im Vorstehenden sind alle Schliisse nur so weit durchgefilhrt,
als es nothig oder niitzlich schien, um 2o dem zuletzt ausgesprochenen
Satze zn gelangen. Dieselben sind aber sofort einer weiteren Ver-
allgemeinerung fihig, welche dann eine bemerkenswerthe Anwendung
auf die Untersuchung der natiirlichen Logarithmen gestattet.

Es seien Z,, Z,, Z;, - - - irgend welche ganze Functionen der
Grissen 2, mit ganzzahligen Coefficienten. Die von einander ver-
schiedenen Werthe, weleche Z; durch Vertauschungen der z; annimmdt,
migen mit 2, Z,", Z", + - + bezeichnet werden. Dieselben sind
dann Wurzeln einer irreducibeln Gleichung mit ganzzahligen Coeffi-
cienten, in welcher der Coefficient der hochsten Potenz der Unbe-
kannten gleich Eins ist. Nach den zu Anfang von § 3. gemachten
Erdrterungen lassen sich auf die Grissen

(22) ZEE" 2,3:,,...

wieder die analogen Schlilsse anwenden, wenn

Sltmdt g p
gesetzt wird, [FEs kann daher keine Relation von der Gestalt bestehen:

(23) O=Ny+ N, D eht- N, D eafoe -

Auf die Form der rechten Beite kann jede ganze Funetion der
Grossen (22) sofort gebracht werden; also folgt als ‘Corollar, dass
keine gange Fumction der Grissen (22), insbesondere der Grissen M
in (21), welche rationale Coefficienten hat, verschwinden kann.
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Uns kommt es mehr auf andere Folgerungen an. Es ergiebt sich
nimlich, dass die als unmdiglich nachgewiesenen Relationen auch noch
unmoglich sind, wenn man unter den N; belielige algebraische Irrational-
gahlen verstehi. In der That, schreiben wir (23) in der Form

N,— V=0,

und bezeichnen wir mit N, N,”, - -+, F,, ¥" ... die Grbssen, welche
aus N, bez. V entstehen, falls man die N; mit allen Grossen ver-
tauscht, die mit den N; zusammen Wurzeln algebraischer Gleichungen
mit rationalen Coefficienten sind, so wiirde auch die Gleichung

(Ny = F)Ny — PN = F) v - =0

erfiillt sein miissen, wo links eine ganze Function der Zahlen (22) mit
rationalen Coefficienten steht, also gerade wieder ein Ausdruck wie
(23), von dem wir wissen, dass er micht verschwinden kann. Ins-
besondere ergiebt sich: Fs kann keine ganze Funclion der M; mil
algebraisch irrationalen Coefficienten verschwinden, ausgenommen (im
Falle Zg, = () eine solche Function von M, allein,

Eine derartige Relation aber wiirde nach (21) erfillt sein, wenn

¢ eine algebraisch irrationale Zahl wiire. Hebt man noch, wie am
Schlusse von § 3., die der Gleichung (13) zunichst auferlegte Be-
schriinkung auf, so folgt also:

Ist ¢ eine rationale Zahl (2 0) oder algebraisch irrational, so ist
et eing transscendente Zahl.

Und durch Umkehrung: _

Der natiirliche Logarithmus einer ralionalen Zahl (dic Einheit
ausgenommen) oder einer algelraisch drrationalen Zahl 13t stels eine
transscendente Zahl. -

Auch hier haben wir die Ueberlegungen specieller gefasst als
ndthig wire, da wir zuniichst die ausgesprochenen speciellen Siitze
im Auge hatten. Man kann indessen Alles (mit Rficksicht aof die
Erbrterungen zu Anfang von § 3.) in folgendem allgemeinen Theoreme
zusammenfassen:

Ist eine Reihe algebraischer, von einander verschicdener Gleichungen
von der Form (13) fi=0, =0, -, f, == 0 mit belichigen gane-
sahligen Coefficienten gegeben, sind diesclben simmilich irveducibel, und
beseichnet man mit Z;, Z;, Z", - - - die Wurzeln der Gleichung f; = 0,
mit Ny beliebige rationale oder algebraisch irrationale Zahlen (dic nichi
saimmitlich gleich Null sind), so kann cine Gleichung der Form

@) N+ N, Dt Ny D et N, Dm0
nicht bestehen; es sei denn, dass eine der ganeen Funclionen f; einfach



Ueber die Zahl =. 295

mit z identisch ist, ehwa [, =z, m welchem Falle die Gleichung (24)
maglich wird fir Ny=N,=...=N,=0, N, = — N,.

Dieser Satz wiederum fiihrt zu folgendem Resultate:

Fersteht man unier den g; beliebige rationale oder algebraisch irra-
tionale, von einander verschiedene Zallen, und unfer den N; cbensolche
Zahlen, die nicht sammtlich gleich Null sind, so kann Leine Gleichung
der Form bestehen !

0= N," + N, " 4+ Nye" 4 - .. 4 N, e,

Bildet man nimlich das Product aller Ausdriicke, welche aus der
rechten Beite dadurch entstehen, dass man die N; aof alle Weizsen
unter einander vertauscht, die z; aber mit denjenigen Grissen ver-
tanscht, die mit ihnen zusammen Wurzeln irreducibler Gleichungen
sind, so ist dieses Product eben ein Ausdruck, wie er auf der rechten
Seite von (23) bez. (24) erscheint; es kann also keiner seiner Factoren
verschwinden. An der paarweisen Verschiedenheit der 2, die beim
Beweise vorausgesetzt wird, muss festgehalten werden; denn wiire
g B. 5, = #,, so wiire die Relation

N,en 4 N, =0
erfilllt, sobald N, = — N,.

Eine genauere Darlegung der hier nur angedenteten Beweise be-
halte ich mir fiir eine-spiitere Verbffentlichung vor,

Freiburg i. Br., April und Juni 1882,

Anmerkung. Litteratornachweise iiber die Zahl » findet man aoch in
Baltzer's Elementen der Mathematik (Arithmetik, § 31., Planimetrie, § 13.).
Den dlteren Beweisen fir die Ircationalitit von =® hat Herr Hermite einen
nenen hinzugefiigh: Borchardt’s Journal, Bd, 76, p. 842, 1873,
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